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Résolution numeérique des equations differentielles

Considerons 'équation différentielle dy — f(x’ y) Y(Xo)= Y,
dx

Apres intégration avec la Formule du Rectangle (L5) on obtient
Xo+h
y(x, +h) =y, +ij f(xy)dx=y,+ f(X,Y,)xh

Cette formule correspond a la méthode d’intégration d’Euler pour I'intégration des
équations différentielles.

En notation vectorielle (une équation différentielle d’ordre p peut étre réduite
a un systeme de p equations différentielles de 1°" ordre), la solution de

dr(t) _(x() B v(t)
at =f(r(t),t)) r(t) = (v(t)] f(r(t),t)= (a(t) E /mj

est donnée selon la méthode d’Euler par :

r(t+At) = r(t) + f (r(t),t)xAt‘

X g =X, +V_ xAt

n

avec I'algorithme numérique suivant : F (xn V. )

X, = X(t =0) Vo, =V, + - x At
V, =V(t =0) 4

et conditions initiales




Methode de Euler modifie - Méthode de Runge
Pour améliorer la précision du calcul de l'intégrale, on a introduit la Formule du Trapéze
(on évalue la fonction en deux points). On peut procéder de la méme facon pour
I'intégration des équations différentielles et modifier la méthode :

ou y,(© a été évaluée avec la méthode d’Euler en x; = x5 + h.

Vi=Yo+ 5| T (% ¥o)+ F (%, y7) |xh

La question est toujours ou calculer la dérivée !
au début, a la fin, ou au milieu de l'intervalle h ?

Apres substitution

Y, = yo+%[f (%o Yo )+ T (% +h,y, + f(xo,yo)xh)]xh

Au lieu de calculer f en x; et x; + h, on peut calculer f en x; + h/2 :

Yi=Yo+ T (Xo"'%h’yo))(h

Cette méthode est connue comme méthode de Runge de seconde ordre.

L’algorithme d’intégration devient : v:01 2 3
(o) W T
Vo, =V +————2xAt LTt
m r. 0 1 2 3
Xoig = Xo +Vp,y X AL Ly _FOov) at] [ Fov) At
mais avec la condition initiale | ° 0 m 2 lou 1 0 m 2




Le pendule

«equation du mouvement»
(en coordonnées polaires)

%
d*a(t .
th ) :—%smS(t]
0
i approximation petites oscillations (0 < 10°)
d°9(@t) g
L ~ —=9(t
dt’ L O
avec la solution
I(t) =3, cos(a,t +39,)
|£:_mg sin® F:_mg et le période d’oscillation

%:2_7; TO:27Z\/i
T g
0

ax €L 6, sont donnes
par les conditions initiales



Résolution numeérique — Méthode d’'Euler (1768)

D’abord on essaye avec la Méethode d’Euler.

A un moment donné t, le pendule a une certaine vitesse angulaire o et un angle 0.
Quelles sont la vitesse et I'angle un peu plus tard au temps t + At ?

A chaqgue instant t, la position au temps t + At est (si At est suffisamment petit) :

It +At) = 9(t) + w(t) - At [ X(t+At) = x(t) +v(t)- At]
Pour obtenir la vitesse ® au temps t + At, il nous faut connaitre comment la vitesse

change, c’est-a-dire I'accélération angulaire .. L’ accélération est donnée par les lois
de la dynamique, c’est-a-dire la loi du mouvement (eq. de Newton)

o(t+At) = o(t) + a(t) - At ~

ot o = -0/LO (loi de la dynamique), donc
ao(t+At) = o(t) — g/ L-3(t)- At +~ dynamique

cinématique

et on obtient I'algorithme suivant $..=8 +o, At

ou 0, et o, sont donnes WOy = Oy — g/l—"gn At
par les conditions initiales
[méme procédure que pour le mouvement des projectiles]



Oscillations petits angles — methode d’Euler

Pour vérifier la méthode on compare la solution exacte avec la solution numérique.

25.0 : ' : ' : ' ' '

EII.E—- -—
0,(t=0) = 5° ] -
wo(t=0) =0 -
glL=1 T / A | i
sol. exacte g o0 | v )
At=0.1 5 50 Jy ¥V Y ' )
At = 0.05 ”—1:|.|:—_ ' V ' ' Vil

-15.0 4 —
-20.0 4 -—

voir Pendule_Euler.cpp oe o | | | | | | | |
0.0 10.0 20.0 30.0 20.0 =20.0

temps (&)
L'amplitude de l'oscillation augmente avec le temps et I'énergie n’est pas conservée !
tandis que la période d’oscillation ne change pas.
Ceci est di aux approximations faites pendant l'intégration numérique de I'équation du
mouvement : a chaque itération on cumule des erreurs de troncation qui se cumulent.
On peut essayer de At plus petits, mais ¢a n’est pas la bonne voie a suivre.



Ou est le probleme ? dx(t)
dt
dv (t)

v(t)
En général, pour résoudre I'équation du mouvement

a(v(t), (t))——F(t)

on doit calculer les dérivées de r et v (théoreme de Taylor, i.e. 3 { t.q. t < { < t+At)

f'(t) _ f (t+At)— f(t) _E f”(é’)At‘\ terme ignoré

At 2 erreur de troncation
A chaque itération on cumule I'erreur de N
troncation et la solution diverge ; f(t)
I'énergie n’est plus conservée. f (t+At)

La question est donc ou (ou quand) calculer

la dérivée (vitesse, accélération) ? f (t)

au début, a la fin, au milieu >

de I'intervalle temporel At ? / 1/2 [f (t+At) - f(1)]
L’amélioration consiste a utiliser la / t t+At/2 t+At
vitesse (dérivée) calcule au milieu

et la position au début de l'intervalle At.



Implémentation de la methode de Runge

vitesse calculée au milieu (entre t et At) o(t+At/2)=w(t-At/2)+a(t)-At
angle calculée 3 la fin de l'intervalle At — H(t+At)=9(t) + o(t+ At/ 2)-At
conditions initiales 9(0) =4 ; w(0) = w,

J(t+At)—9(t)

Le calcul de la vitesse est décalé de AV2 = w(t+At/2)= +0(At2)
par rapport au calcul de I'angle : At
—At/2 At/2 AAT+AL/2
O I t-AU2, tHAU2, tH3AU2 ... 0t trAt 2at ... @0 | ] ] | ] R
o: 1 11 1 T T ¢
On connait o(t=0) mais pas o(-At/2) ou w(At/2) ! 0 At 2At SAt

Pour commencer l'itération nous pouvons choisir
o(-At/2) = ®(0) - a(0)At/2 (non physique, mais ...)

(i.e. utilis:er la Méthode de Eule,r pour calc’u!er a)‘en -At/2) @, = a)(O) _ a(O) At/ 2

Cette méthode de Runge est d’ordre supérieur a

At ( 0(A2) ) que la méthode d’Euler ( o(At) ). a, =a(X,,V.)

Donc on obtient ainsi une approximation meilleure

de la solution avec l'algorithme suivant : ===
A noter que d’abord on calcule la vitesse, puis I'angle. <9n+1 — Hn T @, At

> 0. =0 +o, Al

10



Oscillations petits angles — méthode de Runge

15_|: 1 | 1 | 1 1 | | | |
0,(t=0) = 50 1207
wo(t=0) = 0 0] l
g/L =1 = E'E__ l. ]
E 3.0 I ] : [ [ | | | |
At=0.1 & 0.0 5 1 1R1R1R1
5 -3.0- minY '
Euler " el ¥ |
Runge 2.0
sol. exacte 1204
—IE.E-

T 1 T 1 T 1 T 1 1 1 T T T
o.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0 70.0 &80.0 S0.0 100.0

tampa (&l

voir Pendule _Runge.cpp

Avec la Méthode de Runge on trouve un accord parfait avec la solution exacte !

On peut donc utiliser cette méthode pour résoudre n'importe quel probléme,
pour commencer p.ex. I'équation du pendule physique (avec le sinus)
sans l'approximation «petits angles».



Algorithmes d'Euler et Runge

nous avons introduit des

const int steps =
0.01;
double angle([steps],

double dt =

5000;

omega [steps],

time[steps];

tableaux position, vitesse
et temps pour dessiner
la trajectoire avec DISLIN

méthode de Euler

angle[0] = 5.;
omegal[0] = 0.;
time[0] = 0.;
for (int 1=0;

4

4

//angle initial
//vitesse 1nitiale

i<steps-1;

i++) |

conditions initiales

grands angles :

angle[i+1l] = angle[i] + omegal[i]*dt; _

omegal[it+l] = omegal[i] - angle[i]*dt; Eﬂgonﬂnne

time[i+1l] = time[i] + dt; - renuﬂacgz
} . oangle[1]
méthode de Runge avec -
angle([1l] = 5.; //angle initial sin(anglel[1])
omegal = 0.; //vitesse initiale s initiales
omega[0] = omegal + angle[0]*dt/2;
time[0] = 0.;
for (int i=0; i<steps-1; i++) {

omega [1+1]
angle[1+1]
time [1+1]

omega [ 1]
angle[1]
time [1]

- angle[i]*dt;

+ omega[i+1l]*dt;

+ dt;

algorithme

voir Pendule _Runge.cpp

12



Oscillations grands angles — Méthode de Runge

pendule physique iaji | | | ' | | ' | -
IED.E—- -
H.'].E—- —
™ EiCI.E—-
0,(t=0) = 300 Ej 30.0 - ! I.
0,(t=0) = 90° 3 0.0 | .
0o(t=0) = 135° 2 -30.0- ’ _
eo(t:O) = 1750 5 -50.0 4 | -
—-90.10 1 —
@O(tzo) =0 —120.0 1 | . -
giL=1 T période )
—1'3:'-":-':-:' | IDI.D | EI:II.III | EZII.I: | EEI.:I | =20.0
At =0.01 temps (8]

voir Pendule_Runge_large.cpp

Pour les oscillations de grandes amplitudes (angles, 6, > 10° on ne peut plus utiliser
I'approximation petites oscillations (petits angles) et on doit résoudre I'équation du
mouvement exact.
A noter : la période augmente avec 'amplitude

la trajectoire n’est plus sinusoidale

13



* Période d’oscillation

L’équation du pendule sans approximation est plus difficile a résoudre. Nous
savons que le mouvement est toujours périodique. On peut obtenir la période
sans résoudre I'équation pour 6(t) avec la conservation de I'énergie.

E

tor = Eepn TUpor conservation de I'énergie

—mgLcos$,, = % mL’w” —mgL cos 4

_d49_ Zg(cos;.9 cos 4, ) dt = 49
at \//Z—g(cow—cosgmax)

période d’oscillation
intégrale résolue avec une technique T=4 /

d’intégration numérique COS 4 —CO0S ~9max)
L 1 11, Oyax= 5° T=1.00
T = 27[\/?(1+E19max 3072 tgmax ) Opax = 300 T=1.02
Oyax = 900 T=1.18

Opyax = 1500 T=176



.

orbite

' 2b m

Fy
/Z

M r

‘./,/”

q Q X Loi du
mouvement

v

a
A 4

2a équations du
Orbite elliptique avec le soleil dans un foyer mouvement
déja imaginé par Hypatie d’Alexandrie ~400

a — axe majeur de l'ellipse

b2
excentricité e=,1-—
a

périnélie gq=(1-e)a (plus proche)

aphélie Q=(1+e)a (plus éeloigneé)

y (Loi de Newton)
- dv,

m

dt
dv

" m—L =—-GMm
dt

r=x"+y°

en cordonnées polaires

r(9)

afl-e?)
1-ecosd

»

r3
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* Equations de I'orbite (rappel des formules)

énergie: E=T +U =lmV2 —GMm
r

L . GMm /GM
orbite circulaire: E=-— V= |——
2r r

GMm 2 1
orbite elliptique : E =— V= \/GI\/I (———j a — axe majeur

<0

2a r a
‘ Arr°
3¢me | oj de Kepler: T%=——2a°
GM
, Nom T g demi grand I
guelques données ] o o
(Mercure, La Terre (années) | excentricite | axe (AU) | inclin.
Jupiter, Uranus, Mercure | 0.24 0.206 0.39 79
et la comete de Halle
) La Terre | 1.00 0.017 1 Qo
AU = unité astronomique ; Jupiter | 11.86 0.05 5.20 1.310
gstances f'}O}I’en;‘gO 1o | UraNUS | 8402 |0.05 19.19 0.77°
erre — Soleil ~ m
! ' Halley |76.09 |0.967 17.9 162.20




Rappel résolution numérigue

A un moment donné t (conditions initiales), la planéte est située en (x, y) avec la
vitesse (v,, v, ). Quelles sont |a vitesse et la position au temps t + At ?

gomm—

GMm de —_GM l
i dt rs
. 4 \ "
Equations d systeme de ax _
de Newton Vs _ -G I\/Iml 4 équations dt X
dt r’ différentielles  ~] gy y
dv y de premier ordre | —~=-GM =
m d—ty =-GMm—=; dt [
r
dy_,
r= ey’ _dt
dx  x(t+At) —x(t
discrétisation du probleme : e.g. V, (t) - ( ) ( )
dt At
A chaque instant t, la position et la vitesse au temps t + At sont (si At suffisamment petit) :
X(t+At) = X(t) +v, (t)- At (At~0.1%-1%T)
X(t A
v, (t+At)=v (t)-GM . ( )2 At méme chose poury ...
() +y*®) i




1€re tentative

Calculez l'orbite, I'énergie (E, T, U) et le moment cinétique pour une cométe
par la méthode d’Euler pour une révolution (GM = 1)

a) sphérique: r(0) = 1 AU, vitesse tangentielle v(0) = 2n / an, At = 0.01 ans

b) elliptique: r(0) = 0.5 AU, y(0) = 0; v,(0) =0, v,(1.630), At=0.1
c) elliptique: r(0) = 1 AU; v(0) = = / an, At = 0.02 ans et At = 0.002 ans

Vous trouverez quelque
chose comme ici a gauche.
L'orbite n’est pas fermée

Le probleme est di aux
approximations faites
pendant l'intégration de
I’équation de l'orbite ;

les erreurs se cumulent
toujours avec le méme
signe, donc l'orbite diverge.

Pour améliorer le résultat
nous utiliserons la méthode
de Runge.

Solution d’Euler

voire Orbite_Euler.cpp

18



Ou est le probleme ?

méthod§ d’ Euler

......
L 4

position — vitesse

r(t,)
r(t+At)=r(t) +v(t)“>< At

v(t,) conditions initiales

méthodeAde Runge

......
L 4

vitesse — position

V(ty) = V(t, — 5 A =V(t,) - a(r(t))x; At

v(t+%At) :v(t—%At)+a(r(t))><At

V(t+At)=v(t)+a(r(t))xAt

ancienne position et vitesse
= nouvelle position et vitesse

\ 1
r(t+At)=r(t)+v(t+§At)><At

r(t,)

ancienne vitesse et position

= nouvelle vitesse = nouvelle position

19




Solution de Runge

2.0 +— ‘ : ‘ : : ‘ 4.0
! 1.5: Y 3.0
1.0+ - 2.0 1
0.5 i 1.0+
0.0 - 0.0 1
3.5: : 1.0
10_ - -2.0 1
1.5 - -3.0 -

2t 4+

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0 1.5 2.0 -4.0 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
X X

voire Orbite_Runge.cpp
Solution de Runge : l'orbite est fermée et I'énergie est conservée

La forme de l'orbite dépend des conditions initiales :

- 'orbite circulaire est un cas particulier,

- Si la vitesse est trop élevée (v > v;.), la trajectoire sera une hyperbole,

- si la vitesse est trop petite, la planete tombera sur le Soleil.

La trajectoire n'est jamais une spirale ! 20



Solution numerique

__GMer dv, —em X
| r] ‘ dt r3
Equations systeme de dx
de Newton m av, — —GMm X 4 équations — =V,
dt r’ différentielles St
m% _ —GMmlg de premier ordre % __GM r_);
dt r ]
algorithme algorithme
méthode d’Euler méthode de Runge
x[i+1]=x[i]+v,[i]x At uvelies v [i+1]=v, [i]- [ ]
: o X|I conditions initiales
Vx['+1]:Vx[']_%XAt x[i+1]=x[i]+v [ 1]x At

_ _ _ - - . X0
ety [t | OIS || ol

vy [i+1]=v, [i]- yr[si] v, [0]=v,[0]+ yr[go]x% y[i+1]=y[i]+v, [. +1]At

r:\/x[i]2+y[i]2 r:\/x[0]2+y[0]2 r:\/x[i]2+y[i]2




Avec frottement ...

Un satellite est sur une orbite circulaire proche de la Terre, a 1000 km de la surface.
La force de frottement due a I'atmospheére représente 0.2% de la force gravitationnelle.
La force de frottement est toujours parallele a la vitesse instantanée.

Estimez le temps qu’il faut pour que le satellite tombe sur la Terre.

Parametres : G, =6.673 = 102 km3kg's,
M, =5.974 = 10%* kg,
R, =6.378 = 10% km. G, M,
Le satellite est sur un orbite circulaire, donc sa vitesse est donnée par V= R
Conditions initiales : x(0) = R, y(0) = 0, v,(0) =0, v,(0) = v. Utllisez At =1s.
F-=0.002 Fg %
GMm GMm ~ GMm( X
F, =——="c0s(9)+0.002x ——"sin(9) = X _0.002xY
r r’ r r r

voire Orbite3.cpp . GMM G gy g g0, EMM gy SMMEY 6 505 X

et Orbite3Anima.cpp ’ r? r2 r2 \r r




Et si la force n'est pas oc 1/r% ?

Loi gravitationnelle

:_GMmr
I

avec =2
(méme chose pour la loi de Coulomb)

axa—=T
o

— L est conservé
I'orbite est stable
ne précede pas

Si3#2

= l'orbite n’est plus stable (pas ferme)
la planéte tourne toujours autour du soleil | -
précession de l'orbite ~2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0

bon test de la loi gravitationnelle voire Orbite4.cpp et Orbite4Anima.cpp

précession de l'orbite de Mercure: 5.66 arcsec / an (précession complete en 230000 an)

presque totalement expliqué par I'effet de Jupiter et al. (5.23 arcsec / an)

la petite differance (0.43 arcsec / an) GMm r GMm (1 lemsAUZj r
J— _F R

expliqué par la relativité genérale Fe = _WH — (2 (2 |r|




Classe Planete

Pour décrire le Systeme Solaire (plusieurs planétes), on procede de la méme facon,
comme pour la Terre, mais on se retrouve a dupliquer plusieurs fois les mémes lignes
de code. Mieux définir un nouveau type de données pour décrire les planétes et leur
Mouvements = classe Planete

chaque nouvelle planete sera un nouvel objet de cette classe

données pour décrire la planete (donnees membres de la classe Planete):

nom
rayon de |'orbite
periode de l'orbite
excentricité de l'orbite
inclination de l'orbite

et des donneées additionnelles calculées a partir de celles-ci:
vitesse initiale
position initiale

calculez avec la fonction init (meéthode de la classe Planete)

pour initialiser I'objet on utilise les constructeurs
et une fonction input (méthode de la classe) pour saisir les données

et enfin pour calculer 'orbite la fonction calcOrbite

pour dessiner I'orbite, comme d’habitude, on utilisera la bibliotheque DISLIN.

24



class Planete {

b

public:
//constructeurs
Planete () ; //par defaut

class Planete

constructeurs

Planete (char *name, double r, double t, double ecc);

//destructeur
~Planete () ;

methodes publiques

void input () ; //saisie

void calcOrbite (double t, double dt); //calcule de 1’orbite

void position() const; //affichage de la position de la planete
private:

void init () ; //initialisation méthode privée

char m nom[20]; / /mom données membres privées

double m a; //axe major

double m T; //periode

double m e; //eccentricite

double m velIni;
double m posIni;

double m GM; //G N * M Soleil

double m x0, m yO0; //ancienne position
double m x, m y; // position actuell
double m t; //temps

voire Planete.cpp
et projet Planete

25



main Planete

int main() {
//creation des objets Planete S
Planete terre("Terre", 149.0, 365.26, 0.02); Initialisation

Planete venus ("Venus", 108.2, 224.7, 0.01); <€ lors de la déclaration
Planete mars;
mars.input () ; € initialisation séparé
calcule de la position de la planete
terre.calcOrbite (time,dT); <— dans/linstantt, + time
terre.position(); <—— affichage de la position
venus.calcOrbite (time,dT) ;
venus.position () ;
mars.calcOrbite (time,dT) ;
mars.position () ;

tous les parametres relatifs a la planete

sont enregistrés dans l'objet :

1. on n’a pas besoin de passer ces parameétre
a la fonction «calcul de l'orbite»

//DISLIN 2. ces parametres ne sont pas visible,

------------ c.-a-d. il sont masqueés (encapsulés)

return O;

26



Exercices — série 10

27



Problemes

1. Etudiez les oscillations du pendule (p. 8 et 9)

2. Comparez les méthodes d’Euler et de Runge pour la résolution du mouvement du
pendule.

3. Etudiez les oscillations d’'un oscillateur anharmonique : d?x 5
Pour o = 1 on retrouve l'oscillateur harmonique. m F =—k-X

4. Un pendule physique est un pendule amorti et entretenu. L'équation du mouvement
est donne par

d’9(t) g dat) ..
=—=sIn9(t) - + F sin(€t
dt? L 0=y dt ()
ou y est le coefficient d'amortissement et F la force d’entrainement w

de fréquence Q. Etudiez le pendule avec la méthode de Runge.

5. Si la corde du pendule est élastique (ressort) calculez et dessinez \
la trajectoire du pendule (soit k la constante d’élasticité et L la longueur ;
M la masse de la balle attachée a la corde).

28



6. Etudiez une orbite elliptique : r(0) = 1 AU et v(0) = 1.3 AU / an. Montrez que I'énergie
cinétique et potentielle varient pendant la révolution mais que leur somme est constante.
Montrez aussi que le moment cinétique est constant (i.e. dessinez E, T, U, L, ...).

(voir Orbite_Euler.cpp et Orbite_ Runge.cpp)

7. Un satellite est sur une orbite circulaire proche de la Terre, a 100 km de la surface.
La force de frottement due a I'atmospheére représente 0.01% de la force gravitationnelle
(situation hypothétique). La force de frottement est toujours parallele a la vitesse
instantanée. Estimez le temps qui il faut pour que le satellite descend a 50 km.

(voir Orbite3.cpp)

8. Une particule de masse M et charge Q se déplace dans un champ électrique

E = (0, E,, 0) et magnetique B = (0, 0, B,). La particule est a repos dans le point

P = (0, 0, 0) quand le champ électrique est allumé. Etudiez la trajectoire de la particule
et dessinez la. Utilisez la méthode de Runge pour intégrer 'équation du mouvement.
Quelle est la vélocité de dérive de la particule ? et dans quelle direction ?

Estimez la a partir de la trajectoire.

Parametres : M =0.001 kg,Q=0.001C,E=100V,B=1T.
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9. Etudiez un systeme des étoiles binaire pour deux étoiles de la méme masse.
Il vous faut écrire 4 équations différentielles de premier ordre pour chague objet.
Attention au conditions initiales.

10. Etudiez des orbites avec des classes (voir projet planete)

class Planete — données de la planete
Suivez une procédure similaire a celle de la classe Ressort pour construire
la classe Planete. Ignorez I'effet des autres planétes sur la planete étudiée.

Les données des planétes sont résumées ci-dessous.

Orbital and Historical Data

Distance O Period

Name # Orbits (000 km) (days) Incl Eccen Discoverer Date
Sun - - - - - - - -
Mercury T Sun 57910 87.97 7.00 0.21 - -
Venus IT Sun 108200 224 .70 3.39 0.01 - -
Farth ITI Sun 149600 365.26 0.00 0.02 - -
Mars IRVA Sun 227940 686.98 1.85 0.09 - -
Jupiter \Y Sun 778330 4332.71 1.31 0.05 - -
Saturn VI Sun 1429400 10759.50 2.49 0.06 - -
Uranus VII Sun 2870990 30685.00 0.77 0.05 Herschel 1781
Neptune VIII Sun 4504300 60190.00 1.77 0.01 Adams(9) 1846
Pluto X Sun 5913520 90550 17.15 0.25 Tombaugh 1930

|lo|lo|lo|lo|lo|lo|lo|lo|lo
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Salle 202 Science |

Amenez vos portables !

Vous pouvez utiliser toutes les notes du cours (incl. les corrigees 2013),
des textes C++, ...

interdit : e-mail, teleéphone, des recherches sur la toile, skype, facebook ... .,



